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I. 定常過程, 自己相関関数

１次元離散時間ガウス過程を考えます. すなわち, 時間
に依存する確率変数 Xn が Xn = aXn−1 + bWn なる規
則によって生成されているとします (ただし −1 < a < 1).
ここで, W1, W2, . . . は互いに独立で, 時刻によらず (平均
0, 分散 1 の)標準正規分布 N (0, 1) に従うものとします.
まず, 異なる時刻 n, m における確率変数 Xn, Xm につ

いて,それらがどれくらい関連があるかを調べましょう. そ
のために, これらの共分散 Cov(Xn, Xm) = E(XnXm) −
E(Xn)E(Xm) を計算すると (問題 44),

Cov(Xn, Xm) = an+mσ2
0 +

am−n − am+n

1 − a2
b2

を得ます. ただし, m ≥ n としています. とくにここで時
間差 k = m − n を導入すると, 上式は

Cov(Xn, Xk+n) = a2n+kσ2
0 +

1 − a2n

1 − a2
akb2 (1)

を得ます. ゆえに, 0 < a < 1 であれば Cov(Xn, Xk+n) >

0, すなわち Xn と Xk+n が同傾向を示すことが分かりま
す (−1 < a < 0 のときはどうでしょう？).
ここで, 時間差 k を保ったまま(1)で n → ∞ とすると,

Cov(Xn, Xk+n) =
1

1 − a2
akb2

となります. つまり, 長時間たった後は, Xn, Xk+n の共分
散は時間差のみに依存することになります. このように,確
率過程の 2時点 n, n+k における共分散が時間差 k のみに
依存するとき,その過程は「定常過程」と呼ばれます. また
とくにそのときの共分散を「自己相関関数」と呼びます：

Rk = Cov(Xn, Xk+n)

ガウス過程の場合,長時間経ったら定常となるわけです. 上
では k > 0の場合に Rk = akb2/(1−a2)を求めたことにな
りますが, k ≤ 0の場合もすぐに計算でき,実際, R−k = Rk

であることが分かります (問題 47). Rk を適当な a の場合
に図示すると, 以下のようになります：

これより, a が大きいと相関が持続し, a が小さいと相
関がすぐに消失することが分かります. このことは, a が
大きいとき Xn が比較的ゆっくり変化するのに対して, a

が小さいと Xn が素早く変化することを意味します. つま
り, 定常過程においては, 確率変数の「変化の度合」が, 自
己相関関数で特徴付けられるわけです.

II. パワースペクトル, ホワイトノイズ

一般に, 信号 x(t) の解析にはフーリエ変換が有用です.
ゆっくり/素早く変化する信号成分, 特異的に変化する信号
成分などがどれくらい x(t) に含まれているかを明らかに
してくれます. 具体的には, フーリエ変換

x̃(ω) =
∫ ∞

−∞
x(t)e−iωtdt

の絶対値 |x̃(ω)| が, 周波数 ω の信号成分がどれほど x(t)
に含まれているかを表します.
このツールを定常確率過程にも適用することができます.

前節で見たように, 定常確率過程の変化の度合いは自己相
関関数 Rk で把握することが可能です. Rk が急激に減衰
する場合, それは Xn が素早く変化している傾向が強いこ
とを意味します. なので, Rk 自体がどのような変動成分を
含んでいるかを調べれば, それは Xn の変化の度合いにつ
いて有益な情報を与えます. いまとくに k は離散時刻を表
すので, 「離散フーリエ変換」

S(ω) =
∞∑

k=−∞
Rke−iωk, (−π < ω ≤ π) (2)

を考えます. 逆フーリエ変換は

Rk =
1
2π

∫ π

−π

S(ω)eiωkdω (3)

で与えられます (問題 46). 周波数の帯域が −π < ω ≤ π

と制限されていても, もとの関数 Rk が復元できることに
注意してください. (つまり, Rk はこの帯域の振動成分し
か含んでいない.) いま, R0 = V(Xn) と(3)式から

V(Xn) =
1
2π

∫ π

−π

S(ω)dω

が成立します. つまり, ゆらぎの大きさ＝信号のパワーを
周波数領域で分解したわけです. 従って, S(ω) は周波数 ω

の振動成分のパワーを表しており, ゆえに(2)式は「パワー
スペクトル」と呼ばれます. 下図は, ガウス過程の場合の
パワースペクトルです.

なお, a = 0 の場合, Xn は大きさ b の正規ノイズその
ものになります. このとき S(ω) = b2 (−π < ω ≤ π) とな
り, パワースペクトルがフラットになります. 従って, 白色
太陽光のスペクトルがフラットであることのアナロジーか
ら, 正規ノイズ Wn を「ホワイトノイズ」と呼びます.


